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( Continuacio?i

)

Si una funcion queda finita para todos los valores finitos de

la variable, como asimismo todas sus derivadas consecutivas, el

desarrollo, por la formula de Taylor, es siempre igual a la fun-

cion. En este caso se puede considerar el desarrollo como
identicamente igual a la funcion.

Otras espresiones de la resta

Hagamos Ar —a=xen la formula de Taylor, esta se convierte

en la siguiente

x
=/(^) + y/' («) + fy /"(*) + • •

I la espresion de la resta es

a+x —z) n “ 1

1.2 ...(«— i)
/ n (z) dz

Sea

TOMOXCITI

z —a —ux
S
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Se tendra

1.2. /»-i) 1

(! (a+ux)du

Consideremos (fig. 2 ) un sistema de tres ejes rectangulares

OUYZi dos cilindros C i C cuyas ecuaciones son

j = (i-//)p- x

3 =
( I —//)

D ~p f a (a-t ux)

El volumen comprendido entre los tres pianos de coordena-

das i los dos cilindros tiene por valor

{

1

V=
j

(i —u) n ~ 1f a
( a -f ux) du

J 0

Este volumen puede eva-

luarse de otra manera; es

igual, en efecto, al producto

de la base del cilindro C,

paralelo a OZ
,

por cierta

altura igual a la lonjitud de

una de las alistas limitadas

por el cilindro C\ paralelo

a OY. La lonjitud de esta

alista tendra una espresion

como la siguiente

(i_0)n-p/ n (a + Qx)

i. en esta espresion, 0 es un coeficiente comprendido entre o i I.

El area de la base es, por otra parte

I (1 —//)p
-1 du = —

Fuj.2

Z

V= 1
- 0 )~p~

n-p

f n (a + 6x)

Lucgo
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Llevando este valor de V en el segundo miembro de R se

obtiene

R= x n

1. 2. —1)

(i-g)

P
f n (a + 6x)

Es la espresion dada por Roche.

Si en esta ultima se hace p = n se obtiene

*=
t £:, 7^ + ^

Es la espresion dada por Lagrange.

Por fin si/= 1, se obtiene

x n
(1 -0) n_I

1.2 ...(« —1)

Es la espresion dada por Cauchy.

Es bien claro que los valores de 0 que figuran en estas tres

fdimulas no son iguales; se ha conservado sin embargo la mis-

ma letra para indicar que, en las tres formulas, 0 representa

un coeficiente indeterminado, comprendido entre o i 1.

Formula de Mac-Laurin

Si se hace a —o se obtiene la formula de Mac-Laurin.

/C*)=/(o) +^-/'(o)+^-/"(o) + ...

Las espresiones de la resta son en este caso.

R= (I -u)«-'f r '{ux)du

R= x n (1-6) “-P

1.2... (

n

—1) p

R= x n

\.2. ..n
/“ (fix)

/H ex)
1 . 2 ... (U-I) J

.

1

f n (Ox) Roche

Lagrange

Cauchy
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CAPITULO IV

PROPIEDADESDEL DESARROLLODE TAYLOR ENLAS ABCISAS

CRITICAS

Sea y una abcisa critica de la funcion f(X). Segun la defini-

cion, dada mas arriba, la funcion o una de sus derivadas se hace

infinita cuando X=y. Para fijar las ideas, supondremos que la

derivada de orden q sea la primera de las derivadas de f (X)

que se hace infinita cuando X—y.
En la formula de Taylor

(1) f { X)=f{a) + ^=^f(a)+ {X -“ y /» + ...

supondremos tambien, para fijar las ideas, que a es positivo i y
mayor que a.

Para todos los valores de X comprendidos entre a i y el pri-

mer miembro de (i) es igual al segundo, (es una consecuencia

del teorema demostrado en el capitulo anterior), luego, para los

mismos valores de X, las derivadas consecutivas de los dos

miembros de (i) son tambien iguales entre si i se tiene

(2) /«(X)=/4(«)+^f^ /*-(«)+ />-(«)+.

Hagamos en esta formula X=y —e, los dos miembros que-

daran iguales, cualquiera que sea el orden de pequenez de e;

por hipotesis el primer miembro tiende hacia el infinito cuando

e tienda hacia cero, luego tambien el segundo miembro tiende

h£cia el infinito cuando e tiende hacia cero i se tiene, en el

lfmite

(3) <» =/ q («) + W+ W+ • • •

Consideremos otra derivada / p
( X), se tendra tambien

(4, /p (X)—/p (tf)-f-
X-a

/p+' (a) + - L
.
/P+ 2

( ay
T 1.2
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Esta formula sera exacta como
( 1 )

para todos los valores de

X comprendidos entre a i y. Cuando X-y —e, los dos miem-

bros quedan iguales cualquiera que sea el orden de pequenez

de e, luego en el limite se tendra tambien

f* (r) =/ p («)

+

J~± / P + *(«)+ (Y ^~- / p+ * («) + • • •

Si p es menor que q el primer miembro es finito, pues se ha

supuesto que f q
( X)

es la primera de las derivadas de f {X)

que se hace infinita cuando X—y; por consiguiente, en este

caso, el segundo miembro es una serie converjente.

Teorema I.

Si f q
( X) es la primera de las derivadas de f (X) que se hace

infinita cuando X=y, la serie f q
(y) es estrictamente diverjente.

En efecto la serie f q
(y) tiene una suma infinita i la serie

/ q_I
(y) una suma finita. La razon entre los terminos de rango

n —q+ I i n —q de la serie / q
(y) es

y~ a /" W
n-q /—'( a

)

I )a razon entre los terminos de rango n —q + 2 i n —q+i de

la serie f q ~ l

(y) es

/ = y-* /"(<») n-q
n —q+1 f n ~ 1 (a) n —q+i

Si todos los terminos de la serie tienen el mismo signo, se

podrd escribir, cuando n es mui grande

. i im , =I -iW
n

Luego
.. , d>(n) + i

lim r = 1 —r —

*

n

Por hipotesis
;

la serie f q
(y) es diverjente, por consiguiente

lim <{> (n) < 1
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I la serie

/

q_I
(y) es converjente, luego

lim [<£(» + i] > i

0 bien

lim (p (
n ) > o

Se deduce de ahi que el limite de
(f>

(it) es comprendido en-

tre o i i, por consiguiente la serie f q
(y) es estrictamente diver-

jente.

TEOREMAII.

Si una funcion (X) se desarrolla bajo la forma de una serie

estrictamente diverjente cnando x—y, las integrates de f q (X)

dan series converjentes i las derivadas series diverjentes para el

mismo valor de X.

En efecto, la razon entre los terminos de rango n —q+i i

n —q de la serie / q
(y) es

y —a /“ (a)

n —q f n ~ J (a)

1 la razon entre los terminos de rango n—p-\-i\ n—p de la

serie /p (y) es

r =1^L ZlM _
1 n—p f n ~fa) n—p

Si se pone

<J>(n)
lim r= i — '

n

Se tiene

lim r —i
^ ( n ) + 4—fi _ r

^ ( n )

n n

Por hipdtesis se supone que el limite de </> ( n ) es compren-
dido entre o i i, i se tiene

lim \jr (•«)== lim <p (n) + q—p
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1

Si p es menor que q el limite de \js («) sera mayor que I

luego la serie f p
(y) es converjente; en este caso f p (X) es una

de las integrales de f * {X).

Si p es mayor que q el limite de (n) es negativo, luego la

serie f p
(y) es diverjente; en este caso,/P (. X) es una de las de-

rivadas de (X).

COROLARIO.—Una funcion cualqniera
,

sus derivadas i sus in-

tegrales tienen las mismas abcisas criticas; luego la integral de

una funcion sera igual a la integral correspondiente del desaryollo

de Taylor si, entre los limites de la integracion, no existen abcisas

criticas .

Teorema III.

Si y es una abcisa critica de la funcion f(X); el desarrollo de

Taylor, aplicado a esta funcion o a una cualqniera de sus deriva-

das
,

da una serie converjente solo cuando X—a queda menor en

valor absoluto que y —a.

Sea en efecto f p (X) una cualquiera de las derivadas de

f(X) i r
2

la razon de los terminos de rango n—p+I i n—pdel

desarrollo; se tiene

_ X—a f n (a)
Y

2

n—p / n_I (a)

O bien, si se compara al valor de r
1

deducido del desarrollo

de/P (y).

El limite de r

,

es uno, luego el limite de r 9 es .

1 ’ b 2 y—a
La serie f p (X) sera, por consiguiente, converjente si X—a es

menor en valor absoluto, que y —a.

Nota. —Sea (fig. 3) AB la curva cuya ecuacion es y=j(X);
OC—yuna abcisa critica i OD= a; OE una abcisa tal que

ED= DC. El teorema III limitael desarrollo de f(X) segun las

potencias de X—a, a los valores de X comprendidos entre OE
i OC.
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Consideremos una abcisa como OP, fuera de los li mites a ig-

nados i tal que entre OP i ODno exista abcisa crkica. Se ha

demostrado que el

desarrollo de Taylor

es igual a la funcion

cada vez que en el

intervalo X—a, no

existe abcisa critica.

Luego parece haber

aquf una contradic-

cion.

La contradiccion

es solo aparente; en

efecto, hai dos clases

mui distintas de se-

ries diverjentes: unas

en que la sumade los

terminos crece inde-

finidamente, otras indeterminadas formadas de terminos con

signos alternados.

El desarrollo de Taylor aplicado al valor X= OPdaria pre-

cisamente una serie indeterminada, esta puede representar la

ordenada MPpero no tiene ninguna utilidad, pues es impo-

sible determinar su suma.

En resumen, el teorema III da dos especies de limites: uno

fuera del cual el desarrollo no representa la funcion i otro fuera

del cual el desarrollo no tiene ninguna utilidad practica.

CAPITULO V

APLICACION DE LA FORMULADE TAYLORA ALGUNOS
DESARROLLOS

Desarrollo de e x

Esta funcion no tiene ninguna abcisa critica, pues ningun

valor finito de X hace infinita, sea la funcion, sea una cualquiera
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de sus derivadas. El desarrollo de Taylor sera por consiguiente

igual siempre a la funcion.

Todas las derivadas de £ x son iguales a ^ x
,

por consiguiente

/(«)=/'(*)=/'<«)=...=**

Sea
X-a=x

La formula de Taylor nos dara

(i) e
a+x = e

Cuando a = o

x' z x z

1.2 1 . 2.3

(2) e x +
x z

1.2.3
+ ...

Luego se verifica la relacion caracteristica de las funciones

esponenciales.
ga+x —e* xe x

Cuando se habran calculado n terminos de la serie, la resta

R serd igual, segun la espresion de Lagrange, a

R= x n

1.2 ...n

Ox
e

Se ve que esta resta tiende hacia cero, cualquiera que sea x %

La serie (2) es por consiguiente siempre converjente, i esto se

averigua inmediatamente si se observa que la razon entre dos

X
terminos consecutivos es igual a —i tiende hdcia cero.

En otros terminos la relacion (2) debe ser considerada como
una identidad.

Desarrollos de sen X i cos X
Estas dos funciones no tienen tampoco abcisas criticas; las

derivadas consecutivas de sen X son

+ cos X
,
—sen X

,
—cos X, + sen X

, + cos X. . . etc.

i las de cos X
—sen X, —cos X, + sen X, + cos X

,
—sen X. . . etc.

TOMOXCIII 9
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Se ve que, ni la funcion ni sus derivadas, se hacen infinitas

para ningun valor de X. Se tendra ahora si se hace

X—a+ x

( x 2 x 4
\ / x x* \

sen (a + x) = ser\ a
(

i 1 ...
) + cos<2( }-•••

1

V 1.2.34 1
\i 1.2.3 )

cos(a+x) = cosa
(

i —
1.2 1.2.34

—sen a .

i 1.2.3
+ ...

Cuando a = o

( 3 )

x x z

sen x —— h ...

i 1.2.3

cos ;r= 1 — x 2

1.2

x 4,

1.2.34'*'

Por consiguiente

sen (a + x) = sen a cos x-\- cos a sen

cos {a +x) = cos a cos x—sen a sen' x

Se obtienen pues las relaciones caracteristicas de las funcio-

nes sen X i cos X.

Cuando se habran calculado ?i terminos de cada serie, las res-

tas tendrdn por valor, segun la espresion de Lagrange:

R=±- x 2n+I

I.2...(2«+ I)

sen

cos
(6x)

Se ve que R tiende siempre hdcia cero, cualquiera que sea x.

Las series (3) son, por consiguiente, siempre converjentes i

las relaciones (3) se deben considerar como identidades,

Desarrollo de LX

Esta funcion tiene una abcisa critica X=o
,

luego si se hace

X=*x+a el desarrollo de Taylor sera converjente para los va-

lores de x comprendidos entre —a i +a.
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Se tiene ahora

f{X) = LX

f(X) =~ = X-

f"(X)=-X~*

f'”(X)=+2Xs

/“ (-Y) = ( l) n-1
2. 3 *«» {u i) X~n

Es la relacion caracteri'stica de la funcion LX.

Ya se sabe que el segundo miembro representa la funcion

cuando es menor que i en valor absoluto.

Se averigua fdcilmente que, entonces, la serie es converjente,

pues la razon entre dos terminos consecutivos es

Por consiguiente

Hagamos a—i

( 4 ) + ...

De ahf se deduce

Luego

Discusion de la serie (4)

n

n+ I
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Esta razon es menor que i si x es menor que I.

Cuando se habran calculado n terminos, la restasera igual,

segun la espresion de Lagrange, a

n-i v n

R= ('~ I
'

>n(T+exy‘

Si x es positivo i menor que I esta resta tiende hacia cero;

pero no se puede decir nada cuando x es negativo; se toma en-

tonces la espresion de Cauchy, i esta da

R= x / - x + 6x\ n - 1

i + 6x \ i + 6x)

Se ve que la resta tiende hacia cero si x es negativo i menor

que i en valor absoluto

Casos limit es en que x==ki

Cuando x= —i el segundo miembro de (4) se convierte en

la serie armonica; esta tiene una • suma infinita. La resta se

puede calcular por medio de la formula

R= r I (1 —̂ )
n-I / n (a + ux) du

1.2... O-i)
J 0

Se obtiene aquf

Es otra manera de demostrar que la serie armonica es diver-

jente.

Cuando ;r= + 1, el segundo miembro de (4) se presenta bajo

la forma de la serie armonica con sus terminos de signos alter-

nados, se sabc que la serie es semi-converjente; su valor es

entdnces L 2. Por lo demas la resta de Lagrange obtenida mas
arriba tiende hdcia cero cuando + 1, lo qje demuestra tarn-

bien !a converjencia de la serie.
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Teorema.

Si la serie

a 1 4* a 2 +

a

3 + ...

es estrictamente diverjente
,

producto

-P = (l-a 1
)(l -a 2 ) (l —<**)•••

tiende Jidda cero.

Sea. en efecto, a n el primer termino de la serie que sea me-

nor que uno i P n el producto de los n—i primeros factores, se

tiene

Reemplacemos los logaritmos del segundo miembro salvo

LP n por sus desarrollos en serie; estos desarrollos representa-

ran los logaritmos correspondientes
;

pues « n , an-j-j... son me-

nores que uno.

Se tendra entonces

Como la serie +a 2 + ••• es estrictamente diverjente, el se-

gundo miembro de esta espresion es igual a —co
,

luego

P—P n ( I " Cl n ) (l ™Ct n+i)**«

Luego

LP —LP n -r

L

(i— a n ) + Zr (i —a n +i) + •••

P= 0

Aplicacion.

El producto

P= m—i m—

2

w- 3

3i 2

es igual a cero cuando el numero de factores es infinito; en

efecto se puede escribir tambien

P=±
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I la serie

m m
T + ~T +

es estrictamente diverjente.

Desarrollo de Xm

Si in es entero i positivo, la funcion Xm no tiene ninguna ab-

cisa crftica; el desarrollo de (x+a) m se presenta entonces bajo

la forma de una serie de un numero finito de terminos i esta

serie es identicamente igual a la funcion.

Si in es fraccionario o negativo, X=o es una abcisa crftica

pues, sea la funcion, sea una de sus derivadas se hace infinita

para este valor de X. Segun esto, si se pone X=x+a, el desa-

rrollo de (x-\- a)
mrepresentara la funcion, solo en caso que ;rsea

comprendido entre —a i -f -a.

Se tiene ahora

f(X) = Xm

f(X) = m'X™-*

/" (X) = m(m- i) Xm~ 2

f n (X) —m(m—i) (in —2)... ( m—n +- 1) Xm_n

Luego

, \ \ mi
(x+a) m =am

j

1 +—
Hagamos a—I,

^ in (in —1

)

a 1.2

tendremos

in (in —1 ( m—2 ) x 3

1.2.3 tf
3

/ , ,

mi 111 (in— 1) _
,

in (in— i)(m —2) _

(5; (x+i) m =1 + x-i x 2 -x 3 +
' 1 1.2 1.2.3

De aquf se deduce

/ *
. \

m
+I =I + i

in (in —1) x'‘

+a a 1.2
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Luego

(

x \
m

”ir
+I

Es la relacion caracteristica de la funcion Xm
.

Discusion de la serie (5)

Segun lo dicho anteriormente, el desarrollo de (1 +x) m repre-

senta la funcion cuando x es menor que 1 en valor absoluto.

La serie es en efecto converjente para estos valores de x
,

pues la razon de dos terminos consecutivcs es

Ml —U-\- I

^
n

Esta razon tiende hacia x i es menor que 1 si x es menor

que 1.

Cuando se habran calculado n terminos, la resta sera igual,

segun la espresion de Lagrange, a

R= m{m —1 ). .
.

(in —n + 1 )

1.2.
( 1 + Ox)

1 +6L -

Este valor de R tiende h^cia cero si ^ es positivo i menor

que 1, pues el primer factor de R tiende hacia cero cuando n

x \
n

aumenta i
(

^—) tiende tambien hacia cero.

\
i + Ox

J

Si ^ es negativo, se toma la resta bajo la forma dada por

Cauchy, se obtiene entonces

(i + 6x) /—x+ 6x
~T y I+ ox

Se averigua entonces que tiende tambien hacia cero cuando
^ es negativo i menor que 1 en valor absoluto.
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Caso. limite x——i /

La serie (5) toma entonces la forma

( 6 ) I —m
1

in {in —1 ) in {in —
1 ) {in —2)

1.2 1.2.3
+

i representa el valor de Xm cuando X es igual a cero. Como se

ha esplicado mas arriba, la serie es todavia igual a la funcion

cuando la variable es igual a la abcisa critica, luego la serie (6)

es converjente e igual a cero si in es positivo; diverjente si in es

negativo.

Cualquiera que sea in la primera de las derivadas de Xm que

se hace infinita es la derivada en la cual el esponente de X es

comprendido entre oil, luego cuando m es comprendido en-

tre o i 1, la serie (6) es estrictamerite diverjente.

Estos resultados pueden establecerse directamente, en efecto,

la razon entre un termino i el anterior, es igual a

in —n + i _ in + 1

n n

Por consiguiente la serie (6) es: i.° estrictamente diverjente

si in es comprendido entre o i 1; 2. 0 converjente si in es posi-

tivo; 3.
0 diverjente si mes negativo i mayor que 1 en valor ab-

solute.

La consideracion de la resta averigua todavfa estos resulta-

dos; si se toma la espresion de la resta bajo forma de integral

se obtiene

R
1,2... (n 1

) J o

du

i.° Si in es positivo la integral es igual a —
in

lue^o

l)n ( fn ~~ 1) {m —2)... {m —n-\- 1)

1.2... {n— 1)

Se ha demostrado mas arriba que el limite del segundo

miembro es cero, luego R tiende hacia cero.
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2.° Si m es negativo, la integral es infinita, luego la serie es

diverjente.

Caso de x —4-

1

II. Si x= + I la razon entre dos terminos consecutivos es

igual i de signo contrario a la que se ha obtenido en el caso de

x=—i; las dos series se componen de los mismos terminos

pero, para n suficientemente grande, los terminos de la serie

(x— —i) son todos del mismo signo i los de la serie ( x = + i)

son de signos alternados. Las reglas de converjencia de esta

ultima serie se deducen por consiguiente inmediatamente de

las que se han obtenido para la primera: la serie sera conver-

jente si mes positivo; semi-converjente si m es comprendido en-

tre o i —i
;

indeterminada si mes negativo i mayor que uno en

valor absoluto.

Desarrollo de arc sen X

La funcion are sen X tiene las mismas abcisas criticas que su

1

derivada -
i i esta ultima tiene por abcisas criticas

Vi-X 2

X=±i. Supondremos, en la formula de Taylor, a = o
;

el desa-

rrollo sera converjente cuando X sea menor que uno en valor

absoluto; se tiene ahora

i

J-X
Luego

are sen ;tr

f =o-* 2
) i H

—

1
- X 2 + X l +

2 2.4

1 - 3-5

2.4.6

_ f

x —

—

, _L x_l+ H 1 - 3-5 -^
7

J. Vi-i ! 12 3 2.4 5

+
2.4.6 7

+ -

Ya se sabe que la serie del segundo miembro de 7 es
Vi-X 2

estrictamente diverjente cuando x=dzi luego, para el mismo
valor de X la serie correspondiente a are sen x es converjente;

su suma es por otra parte igual a arc sen 1 =~~ luego

ti 1.3
1

+

+ —

^

2 3 24
i ,

T * 3-5

5
^ 24*6

+ ...

Tomo XCIII 10
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CAPITULO VI

DE LAS CANTIDADESIMAJIN ARIAS

La teoria'completa de la formula de Taylor conduce natu-

ralmente a considerar las cantidades imajinarias. En efecto, las

condiciones de converjencia del desarrollo son ligadas fntima-

mente a la determinacion de las abcisas criticas de la funcion i

estas son las raices de una ecuacion aljebraica en la cual se es-

presa que la funcion o una de sus derivadas es infinita.

Entre las raices de esta ecuacion pueden haber algunas ima-

jinarias; por consiguiente, es necesario saber como se modifican,

en este caso, las condiciones de converjencia del desarrollo.

Variable imaj inaria. —Modulo i argument

o

Fig A

Sean x ey dos variables reales i

X-x+y J—i

se dice que X cs una variable imajinaria. Consideremos, en un

piano (fig. 4) dos ejes rectangulares OX i OYi sea Mun purito

de abcisa x i de orde-

nada y, el punto Mre-

presenta figuradamen-

te la variable compleja

X. Asi todos los valo-

res de X son represen-

tados figuradamente

por el conjunto de los

puntos del piano
* XOY; entre ellos, los

que estan situados so-

bre el eje OX representan los valores reales de X.

El punto M puede ser tambien definido por medio de sus

coordenadas polares: OM=r i MOP= 6 ,
entonces

M

x = r cos 0

y = r sen 0
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Se torna siempre r positivo, de tal manera que 0 es perfecta-

mente determinado: r es el modulo de la variable imajinaria

i 0 es el argumento.

Tendremos

La primera parentesis es el desarrollo de cos co i la segunda,

el desarrollo de sen co. Estos dos desarrollos son identicamente

iguales a las funciones correspondientes, luego se tiene tambien

identicamente

Formula de Euler

En el capitulo anterior se ha establecido la identidad.

(0 e a+x == e a

Hagamos en ella

a = o, x = co J 1

e

Es la formula de Euler.

Formula de Moivre

Se tiene identicamente
,

cualesquiera que sean a i x.

e a+x_-^a
t e x

Hagamos

Tendremos
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Hagamos ahora

a —wj _ i, x—2 & . i

Tendremos

e
3o>*/-I _ ^

w n/ —I
e

2wJ - I

3

I asi en seguida. Se llega finalmente a la formula

O bien

cos in a) + n/ —x sen (cos ft) + ^/ —i sen ft))
111

Esta es la formula de Moivre que su autor establecid direc-

tamente, sin pasar por la consideracion de los esponenciales.

Las formulas de Moivre i de Euler se prestan a muchas apli-

caciones.

Espresar sen ma i cos ma en funcion de las potencias de sen a

i cos a.

La fbrmula de Moivre da inmediatamente

cos ma + J - 7J sen in a = (cos a + 7 Sen a)
m =

Si se nota ahora que una cantidad imajinaria no puede igua-

lar una cantidad real, se deduce de la ecuacion precedente las

dos siguientes que resuelvan el problema:

I

cos ma —cos m a —

m
* cos m~ 1 a sen a —m(in— i (m —2)N

-
• 1 ' icos m a a sen 3 a+.,,sen in a

1.2.3
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II

Espresar sen m a i cos m a en funcion de los senos i cosenos de los

multiples de a.

La formula de Euler

XJ- cos x-\- J —i sen x

da tambien

e
X^ 1 = cos x —sj —1 sen x

Por consiguiente

cos x-
+ e

-xj - [

sen x '

2

Reemplazaremos, en lo que sigue, la espresion —1 Por

letra i, tendremos

cos mx = (r±

:

i" mxi (m —2 )xi
,

m v 7

* H—-e +

m(m- 1)
-mxi

)

1.2
« + - +e

(

O bien, si se suman, en la parentesis, los terminos a igual

distancia de los estremcs

cos m x — 1 m , v m(m—1) ,

cos mx +—cos {in —2) x H ——cos (

m

—4) x+
2 m-i

Del mismo modo

sen mx
mx 1

m
^n

,
m (m —2 )xi

,
m(m—i) (m —4) -r i

+ —£ + — — ^
1.2
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Se deben aqui distinguir dos casos.

l.
er Gaso—m es par. Sea m—2 n\ se tendra

(— i) n
\ 2 n , x

sen 2 n x = 22n _ i
j

cos 2 /z ;r —cos (2^ —2)4:+

2 n( 2 n—1)
, x )——-cos (2 n —A)x...\

1.2 ^

2. 0 Caso. - ^ impar Sea m= 2 n-\- 1; se tendra

(+l) n
( , x 272+1

sen 2n—1 x = —~—1

sen ( 2 n + 1)4 —sen ( 2 n —1) x

,
(2 11 + i) 2 » / V

+ - sen (2 n —i) x...
1.2

v 7

III

Suma de los senos i cosenos de arcos en progresion aritmetica.

Sean las sumas

C= cos a + cos (a + 4) + cos (a + 2x) 4- ... + cos, [a + (»— 1)4]

o=sen a + sen (a + 4) + sen (a + 2x)+ ... + sen [a + (« —1) x]

Multipliquemos la segunda por */G 7
[ i sumamos; la formula

de Euler dard

C+S ai (a+x)i ( a+ 2x)i \a + (n — l)x]i
t—e +e 7 + £

v 7 + ... + e
L ' J

El segundo miembro es una progresion jeometrica cuya ra-

zon es e ix
,
luego

nxi
n - 1

a + * 2

n xi
2

r . c • ai e nxl —1
C + ^ i —e —

: = e
e

exi _ XI XI

2 2

£ —£

O bien

C+Sz =
scn

2 \ / «—1 \ .— / 77—1 y- cost a + —l+J-l sen( a+-^-* )

sen /
' 7 x 7

)
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Finalmente

C=

s=

nx
sen

2
cos

x
sen

2

nx
sen

2
sen

x
sen

2

IV '

De las series trigonometricas

Consideremos las dos series
\

C=Uo COS COS($ + ft)) + u 2
COS (04-2ft))+...

S—Uo sen 6 + u
1

sen (6 + w) + u<
t

sen ( 0 + 2w) + ...

Se tiene

r c ,— iO z ($ + <*>) i(0 + 2o))
C+SjJ—i —u0 e +u

x
e ' +u 2 e

7

-f

.

Sea tambien la serie

M=u0 + u y +u r + ...

Si los terminos de esta ultima serie son todos positivos, es-

tos seran los modulos de los terminos de la serie imajinaria

C+S —1 ;
es lo que supondremos aqui.

Cada termino de la serie imajinaria puede ser representado,

en un piano, por un vector, definido en lonjitud por el modulo i

en direccion i sentido por el argumento.

La sucesion de los vectores, colocados unos en seguida de

los otros, dibujara, en el piano, un polfgono cuyos lados hacen

entre si el angulo constante w. El perfmetro de este poh'gono

sera precisamente la suma Mde los mddulos.
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Ahora, cada termino de la serie C i el correspondiente de la

serie £ representan las proyecciones, sobre los dos ejes de coor-

denadas. de un lado del poligono representative; por consi-

guiente las suraas de estas dos series representan respectiva-

mente las proyecciones sobre los ejes de coordenadas, de la

resultante jeometrica de los lados del poligono considerado.

En resumen, la serie imajinaria C-t S+j _ i representa un

poligono cuyos lados hacen entre si un angulo constante; la se-

rie Mde los modulos es su perimetro i las series C i
6' las pro-

yecciones, sobre los dos ejes de coordenadas, de la resultante

jeometrica de todos los lados.

Esta interpretacion jeometrica conduce mui sencillamente a

las reglas de converjencia de las series C i S.

Teorema I. —Sz la serie de los modulos es converjente, las

series C i S son converjentes.

En efecto, el poligono representative tiene un perimetro

finito, su resultante jeometrica es por consiguiente finita en

lonjitud i determinada en direccion i sentido; sus proyecciones

C i son tambien finitas.

Esto era evidente a priori, pues los terminos de las series

C i vS son menores en valor absoluto que los de la serie M.

TEOREMAII .—Si la serie de los mddulos es estrictamente di-

veijente, las series C i S son semi converjentes.

En efecto, el poligono representative se compone de lados

que disminuyen indefinidamente en lonjitud i hacen entre si un

angulo constante; luego una circunferencia circunscrita a dos

lados consecutivos contiene, en el interior, todos los lados si-

guientes; por otra parte, el radio de esta circunferencia tiende

h&cia cero, por consiguiente el poligono dibuja en el piano una

especie de espiral converjente cuyo punto asintotico es a dis-

tancia finita del orijen. La resultante jeometrica de los vecto-

res es entonces finita en lonjitud i determinada en direccion i

sentido; sus dos proyecciones C i vS son tambien finitas.

La resultante jeometrica, de los vectores puede obtenerse de

otra mancra; se sabe, en efecto, que esta no cambia cuando se

altera cl 6rden de sucesion de los vectores; supongamos pri-
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mero i para mas claridad que w sea parte alicota de la circun-

ferencia e igual a -
2

--
7r

-.& m
Juntemos separadamente los vectores de misma direccion i

sentido, se obtendra asi m resultantes parciales con las cuales

se podra formar un poligono de in lados; este tiene, por hipo-

tesis, un perimetro infinito i se ha demostrado mas arriba que

su resultante jeometrica es finita, luego el poligono asi obte-

nido es semejante de otro poligono finito i cerrado.

Si se cambiara el signo de todos los terminos de una o al-

gunas de las m series parciales, el poligono representative se

convertiria en otro que no estaria mas semejante de otro finito

i cerrado, sino de un poligono finito cuya resultante jeometrica

seria tambien finita; segun esto, la resultante jeometrica del

nuevo poligono representative seria infinita en lonjitud i deter-

minada en. direccion i sentido; las dos series C i 5 tendrian por

consiguiente sumas infinitas i serian series estrictamente diver-

jentes.

El mismo razonamiento se puede aplicar cuando co no es

parte alicota de la circunferencia pues se podrian juntar sepa-

radamente los vectores cuyo argumento esta comprendido en-

tre ciertos angulos determinados.

En resumen, las series C i son converjentes, perosi se cam-

bia el signo de una serie parcial de terminos o de algunas se-

ries parciales; las series consideradas se convierten en otras

estrictamente diverjentes. Por esta razon se dice que las series

C i S son semi converjentes.

TEOREMAIII . —Si la serie de los modulos es diverjente
,

las

series C i S son indeterminadas.

En efecto, el poligono representative tiene entonces la forma

de una espiral diverjente; su resultante jeometrica es infinita i

su direccion indeterminada, luego sus proyecciones C i son

indeterminadas.

Caso limite en que los modulos son rigorosamente iguales

En este caso el poligono representative es inscrito en una

misma circunferencia de radio finito; su resultante jeometrica

TOMOXCIII II
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es por consiguiente finita pero de direccion indeterminada. Sus

proyecciones C i S son pues indeterminadas i su valor oscila

entre limites finitos.

Sean, por ejemplo, las series

C=cos 0 + cos (6 + w) + cos (0+2w) + ...

.S’ = sen 0+ sen (0 + co)+sen (0 + 2to')+...

La circunferencia circunscrita al poligono representativo tiene

por radio

a)
2 sen —

2

i su centro tiene por coordenadas

2 sen
2

Luego la suraa de la serie C oscila entre i £+R i la

suma de la serie S' entre rj —R i rj + R.

REStTMEN

Las series trigonometricas C i S i la serie imajinaria corres-

pondiente C+S —i son: converjentes cuando la serie Mde

los modulos es converjente; semi converjentes cuando la serie

Mes estrictamente diverjente; indeterminadas cuando la serie

Mes diverjente.
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CAPXTULOVII

DE LAS ABCISAS CRITICAS IMAJINARIAS. —CIRCULO

DE CONVERJENCIA

Sea / (X) una funcion cualquiera de J i (X) la primera

de sus derivadas que se hace infinita cuando X tiene un valor

imajinario como y = a + j
8, v /-i; la funcion considerada tiene

entonces una abcisa critica imajinaria . La abcisa y puede repre-

sentarse figuradamente por un punto G del piano (fig. 5) este

se llama entonces punto critico de la funcion. Segun esto, a una

abcisa critica real, corresponde un punto critico situado sobre

el eje OX.

Se concibe desde luego que la primera cuestion que se trata

de resolver es la siguiente: £cudl es el valor que toma una fun-

cion f(X) cuando la variable X es imajinaria?

Se puede siempre suponer que la funcionXfX^queda real i

continua para los va-
™

lores de X compren-

didos entre ciertos H-

mites determinados; en

efecto, si no sucediera

esto, la funcion consi-

derada quedaria ima-

jinaria para todos los

valores reales de X i el

estudio de esta funcion

no podria tener ningu-

na utilidad practica.

Sea, por consiguien-

te, a un valor real de X
comprendido entre los ^
Iimites consideradas;

todas las derivadas de

f (X) seran tambien reales i continuas cuando X es igual a

a; sea A el punto representative de la abcisa a
,

este punto serd

situado sobre OX; sea tambien Mel punto representative de la
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variable X,xey las coordenadas de este punto de tal manera que

X= x + y J~ 7; tracemos AMi sea AM=p
,
MAX=

(f>\
se

podra escribir

( 2 ) f(X ) =f(a +pe
l(

t >

) =f(a) + P e ^ f (a) + y^
j" (a) + •••

jinaria X= x+y s/—i en la suma de dos espresiones: una real,

otra igual al producto de una funcion real por ^—I sin em-

bargo, para que las funciones C i S' sean asi bien determinadas,

es necesario que las series que espresan su valor sean conver-

jentes.

Las funciones C i S dependen solo de x e y, es decir
,

de la posi-

tion dtl punto Mque represent a figuradamente la variable X.

Supongamos, en efecto, que Mqueda fijo i que A varia, las

tres cantidades a
, p , 0 satisfaran, segun (i), a las ecuaciones

(I)

La formula dc Taylor da ahora.

O bien

f{X)=C±SJXT l

Se ha descompuesto asi la funcion f {X) de la variable ima-

da + dp cos <j> —p sen (j> d<f> —o

dp sen
<f> + p cos (j>d<l> = o

O bien

dp = —da cos
<f)

pd<p = da sen </>
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Se tiene ahora

dC . dC
aL = —r- aa + —j—

da dp
.

,

dC ,

dp + --rr dp

= da
dC dC

—j COSp -J h
da r do

dp

sen p dC

p d(p

Del valor ( 3 )de C> se deduce que la espresion entre paren-

tesis es identicamente nula, cuando la serie C es converjente,

luego Cqueda constante cuando Mqueda fijo; del mismo modo
se averigua que 5 queda constante cuando Mqueda fijo. As/,

cuando las series C i 5 son converjentes, su suma depende solo

de la posicion del punto Mque representa figuradamente la

variable X.

En otros terminos, si se escribe la formula (i) bajo la forma.

(4) f(X)-f(a) + &=£f (a) + (-
X~ a) V (*) + -.

la serie del segundo miembro no depende de a, su valor es

igual a/(X), a la condicion que esta serie sea ponverjente.

Es lo mismo que se ha obtenido cuando X era una variable

real.

Condiciones de converjencia de las series C i S

Estas series i la serie imajinaria equivalente (i) son conver-

jentes si la serie de los modulos de los terminos es converjente.

Sea /p (X) una derivada cualquiera de f (X); se tiene como
mas arriba

( 4 ) f* (X)=/p (a) + pe
?

'V +I
(«) +£2

«
2

‘ V- 2 («)+ ».

Sea F (p) una funcion que representa la suma de los modu-

los de los terminos de la serie (i), se averigua facilmente que la

suma correspondiente de los mc5dulos de los terminos de la se-

rie
( 4 ) es la derivada F p

(p), respecto a p, de la funcion F ( p ).

Sea ahora y = « + /3 J —1 la abcisa critica imajinaria i f ^ (X)

la primera de las derivadas de f(X) que se hace infinita cuando

X= y; pongamos

a = a + R cos 0

/3 —R sen 0
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tendremos

y = a + R

e

iO

Si, en la formula (4), se reemplaza X por y o bien, en el se-

gundo miembro, p por R i 0 por 0, este segundo miembro es

infinito, por hipotesis, cuando p —q ,
luego la serie F q

( p ) de los

modulos tiene una suma infinita cuando p —R.

En resumen, la funcion real F q
(p) de la variable real p se

hace infinita cuando p = R e s decir que p = R es una abcisa cri-

tica real de la funcion F (p). Demostraremos que F c
* (p) es la

primera de las derivadas de F (p) que se hace infinita cuando

p = R. Esto equivale a demostrar que F q (R) es una serie estric -

tamente diverjente.

Sea
R«

1 . 2. ..71
/ qfn

(^) =V n

Se tendra

/ q (a + R e V=v 0 + v 1 +v
2 i(j>

Por hipotesis, la serie Vdebe tener una suma infinita cuando

(J>
= 6 ,

esto exije primero que la suma de los modulos sea infi-

nita i, en seguida, que los coeficientes v 0 ,
v ly v 2

... no tengan

todos el mismo signo; en efecto, si tuvieran todos el mismo
signo, la serie V no podria tener una suma infinita sino para el

valor 0 = 0, para los demas valores de 0 la serie seria semi

converjente o indeterminada.

Los coeficientes v0 ,
v lf v 2

... tienen, por definicion, mismos

signos que las derivadas f* ( a ), f q_I (a)f q~2 (a)... luego, cuando

una funcion teal de una variable real tiene una abcisa critica

ii'iajinaria
,

sus derivadas consecutivas no pueden tener todas un

mismo signo.

Hagamos 0 = # + <*), tendremos

V={ vo + v
1

e
1<J)

cosO + v 2 e
2lM

cos 2 0 + ...

, / w> A ,

2 ico A ,+ s enO+ v 2 e sen 2 0+...

El segundo miembro debe ser infinito cuando w= o i finito
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para los demas valores de <o; luego los coeficientes de las espo-

nenciales deben tener, en una o cn las dos series entre parente-

sis, mismos signos i sumas infinitas.

De ahi se deduce que los productos

f q (#),/ q- x (^)cos 0
, / q-2 (a) cos 20,...

O bien

/ q—

1

( a )
sen 0

, f q~2
( a ) sen 2d,

tienen mismos signos; este resultado indica cual es la lei que

siguen los signos de las derivadas de la funcion f q (X) cuando

esta funcion tiene una abcisa critica imajinaria.

Ademas, una de las series

i

Vo+V-L cos 6 + v 2
cos 2 d + . .

.

^ sen d + ^ 2 sen2 0+...

O las dos deben tener una suma infinita; sean u0 ,
u

x ,
u„...

los valores absolutos de los coeficientes, la serie

U—u0 + u
j + u o

debe tener una suma infinita i debe ser estrictamente diver-

jente pues, de lo contrario, las series (5) serian indeterminadas.

Pero la serie U es precisamente el valor de F q (

R

) luego

F q (R) es una serie estrictamente diverjente .

Es lo que se debia demostrar.

Las condiciones de converjencia de las series C i 6* o de la

serie imajinaria equivalente (1) se declucen inmediatamente de

estos resultados. En efecto, la suma de los modulos de los ter-

minos de estas series es una funcion real F (p) de la variable

real p, i esta funcion tiene por abcisa critica real p = X, luego

esta suma es finita cuando p es menor que R e infinita cuando

p es mayor que R. Las series C i 5 i la serie imajinaria equiva-

lente f (a+fe
l( ^^) seran por consiguiente converjentes si p es

menor que R e indeterminadas si p es mayor que R.
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La interpretation jeometrica es evidente; consideremos la se-

rie (4), ordenada segun las potencias de X—a. esta es equiva-

lente a la serie (1); podremos decir que esta serie (4) es con-

verjente si el punto Mque representa figuradamente la variable

X (fig. 5) se encuentra situado en el interior de un circulo de

centro A i de radio R; indeterrninada si el punto Mviene en

M' al esterior del mismo circulo.

El circulo de centro A i de radio R ha sido llamado, por

Cauchy . circulo de converjtncia, en A, de la funcion f (X . A cad a

punto A del eje OXcorresponde asi un circulo de converjen-

cia. Se ve que todas las circunferencias de estos circulos pasan

por un punto C', simetrico de Crespecto a OX; esle punto C
es tambien un punto critico. en efecto las sumas de las series C i

5 no cambian, en valor absoluto, cuando <p se cambia en —q>.

Cuando el punto Mse encuentra situado sobre la circunferen-

co nverjencia^ es decir cuando p —R la derivada

se desarrolla bajo la forma de una serie estrictamente

diverjente, luego Rp (R) sera finito si / es menor que q e infi-

nito si p es mayor que q. El desarrollo de / F \a + Re
?

^)segun

las potencias de R sera pues una serie converjente si p es me-

nor que q e indeterrninada si p es mayor que q.

Si P= q el desarrollo es semi converjente para todos los valo-

res de 0 otros que 6 i —0 ,
i para estos ultimos vajores de <p el

desarrollo es estrictamente diverjente.

APLICACIONES

Desarrollo de arc tg x

La funcion f{X) = arc tg X tiene mismas abcisas criticas

que su derivada

r (X)=
1

esta ultima funcion tiene dos abcisas criticas imajinarias

Ar = ± v /_ i, representados por dos puntos del eje OY a la

distancia uno del orijen.
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Hagamos <2 = 0 en la formula de Taylor (4); el circulo de

converjencia tiene entonces su centro en el orijen i su radio es

igual a uno.

Se tiene ahora

—

l

r? = i._Z^+X‘-Z« + ...
I 4- A -

Luego

are tg* =
/:

d X x 3 x 5

T+x* “T +
“T"

“

La serie del segundo miembro es converjente solo cuando x

es menor que uno en valor absoluto. Cuando x=zkj, la serie

es semi converjente i representa todavia la funcion; se obtiene

entdnces la formula

Desarrollo de LX

Haremos, como en el capitulo V, X—x + a i supondremos

ahora que x tiene un valor cualquiera real o imajinario. El

punto critico de la funcion es el orijen; luego el circulo de con-

verjencia que corresponde a la abcisa a
,

tiene por radio a. En el

interior del circulo de converjencia se tendra como mas arriba.

L (x + a)=La + L
^

14

Hagamos
X too= p e
a r

Tendremos

r ( ICO \ Ito p
Z 2 tWL\i+pe )= p e - e + ...

El circulo de converjencia tiene ahora su centro en el punto

de abcisa I i pasa por el orijen, luego la serie imajinaria es con-

verjente cuando p es menor que uno. Sea tambien

(6) L ( 1 +p/°’) = C'+.SV-i
TOMOXCIII 12
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Tendremos

C—p cos w

S = p sen o) —

COS2(0 “f
-

sen 2 o) + . .

.

En el caso limite p—i, la serie de los modulos es estricta-

mente diverjente, luego las series C i .S' son semi converjentes

o estrictamente divcrjentes i la formula (6) queda exacta para el

mismo valor de p.

La funcion LX puede tener varios valores para un mismo
valor de X como lo esplicaremos en seguida, elejiremos el valor

cero cuando X= i i supondremos que el angulo co queda com*

prendido entre o i 7r; entonces

L ( i + e
1 w

) =L ( i + cos (o + —1 sen to)

L [ 2 cos + L
(

cos .

/ — co \+ J “ i sen —
)

\ CD /

2 COS ) + —J - l

00

T
1

Segun esto

C=L f 2 cos — COS 2 CO COS 3(0
COS CO— h

UJ
o = = sen co

2

sen 2(o sen 3(0

La segunda fdrmula parece falsa cuando (o = 7r, pues el pri-

mer miembro es entonces igual a —
i el segundo a cero; sin

embargo se debe entender que —es el limite de la suma de
2

la s£rie cuando (o tiende hacia 7r; ademas, cuando co = 7r, la va-

riable tiene precisamcnte la situacion del punto critico i esta

sola consideracion basta para esplicar la anomalia aparente de
la formula.
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Se deduce del valor de .S' una formula interesante; reempla

cemos co por 7r —w, tendremos

a) sen 2 <*) sen 3w—sen co h —H }- . .

.

2 23
Luego, comparando 5 i S'.

—= sen w 4-

4

sen 3o)

3

Esta formula es exacta solo cuando w queda comprendido

entre o i iz.

Desarrollo de Xm

Como en el caso de LX el punto critico es el orijen, de tal

manera que si se hace X= x+a el circulo de converjencia del

punto A de abcisa a, tiene su centro en A (fig. 6 ) i un radio

igual a a. Sea M cl punto representative de la variable

X= x + a, el desarrollo de Taylor sera converjente si Mesta

en el interior del circulo de converjencia.

La relacion caracteristica de la funcion (x + a) m queda natu-

ral mente la misma, puesto que se ha deducido del desarrollo

mismo de la funcion; podremos por consiguiente considcrar

simplemente el caso en que a—1. Sea entonces

X = 1 4 - p e

Tendremos

...
,

m 111 (in —0
6 —I 4 p COS ft) H p COS2ft) 4*

I
1

1.2

m~ m(in —1 )
p sen w4 —p

2 sen 2 w 4-
1 * 1.2

r
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Estas formulas seran exactas si p es menor que uno, cual-

quiera que sea el valor de in. Pongamos ahora

Fig. 6. i
i+pcoso, = rcosO

Y .
*

( psen a> = rsend

Se ve que r i 0 definen el

De tal manera que, si p es menor que uno, se tiene rigorosa-

mente

VI in (in —l )
p- COS2 fc> +

( 8
;

i f'
m cos mO=I p cos w -|-

\ I

“
1.2

I
,

m vi (m—

i

)
f

r m sen m6= psenwH p- sen2a> +
I

M
1.2

“

La funcion JT mpuede tenei valores diferentes para un mismo
valor de X, elejiremos para X el valor I cuando p —o.

En el caso li'mite de p
—

i, la serie de los modulos es conver-

jente si in es positivo i estrictamente diverjente si in es com-

prendido entre oil, luego en estos casos las formulas (3) que-

dan exactas.

Supongamos que X varia entre o i tt, entonces las formulas

( 7 ) dan
l i

)

r—2 cos
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Se tiene, por consiguiente

( 9 )

„ ,
00 m

2 cos — cos m—= 1 H cos co +
m(in —1

)

2 cos sen m

1.2
sen 2 to + ...

m(

m

—1 )
sen co 4 -sen 2 co + .

1.2

Nota. —Se ha escrito mas arriba

( e
^

)

m
— e

esta formula se ha demostrado cuando in era entero i positivo;

para los demas valores de in, basta tomar los logaritmos de los

dos miembros, para averiguar que la relacion es exacta; estos

logaritmos tienen, en efecto, una significacion bien determinada

i calculable por medio de la serie de Taylor puesto que el mo-

dulo de e
1 ^

es uno.

Formula de Euler i Lagrange . —De las formulas (9) se de-

duce

cos \
m

( moo

j
cos

{
a ~~moo \ m—= cos 00 -\ cos (a —co)

2 1

m(m —1) , .

H —cos (a —2 tv) -f . .

.

1.2

Hagamos a —mx, i 00= 2x tendremos

( 10 ) (2 cos x) m = cos mx+ —cos (in —2) x-\-

m(m—i) . v

H cos (m —4 )x+ . .

.

1.2

Esta es una formula dada por Euler i Lagrange. No es una

formula jeneral, en efecto las relaciones (9) suponen que 00 varia

entre o i it. luego, en la formula (10), ^ debe quedar compren-

dido entre o
2

Caso de m——1

.

Las formulas (10) dan entonces el desarrollo de - 4^-;estafun-
.A.

cion es la derivada de LX. En el desarrollo de ZA7

,
la serie de
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los modules es estrictamente diverjente cuando la variable X
es representada por un punto del circulode converjencia; luego,

segun la teoria jeneral, la serie de los modulos del desarrollo

de-^ debe ser diverjente para los mismos valores de X.X
De ahi se deduce que, en este caso, las series C i S' deben

estar indeterminadas.

Las formulas (9) dan

r= 2 cos-

6 =

I las formulas (10)

1
-= I —COS00 + COS2 00 —cos 300 +

sen-

sen co —sen 2 « 4- sen 3 00.

2 cos-

O bien, si se cambia wen 7r —
00.

= I + COS (JO + cos 2W.+ ...

(II) cos
10

2 sen
to

sen w+ sen 2 w+ ...

Estas formulas no son exactas; las series que figuran en los

segundos miembros han sido estudiadas en el capitulo VI, i se

ha demostrado que su suma es finita pero indeterminada; los

primeros miembros de las formulas (n) representan cada uno

el t£rmino medio de los limites entre los cuales oscila la suma
de la serie correspondiente del segundo miembro. Hai por con-

siguiente concordancia entre la teoria jeneral i la aplicacion

anterior.

Alberto Obrecht
( Continuara )


